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1.2. Operaciones con matrices.

1.2.1. Suma de matrices. Producto de matrices por escalares.

[ Definiciéon 1.16: Suma de matrices. }

Sean A, B € M,,+,(K) dos matrices del mismo orden. Definimos la matriz suma, y
se denota por A + B, a la matriz de M,,,,,(K) definida por:

[A+ Bl;; = [Al;; + [Bl;; = ai; + by (1.18)
o de forma extendida:
a1 ... Qip b11 00 ¢ bln
A+B=| + . & |+]| + . |=
Am1 --- Amn bml 50 c bmn

ail + b11 ... Qip aF bln

Am1 + bml N ) + bmn

Si no son del mismo orden no se define la suma.
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14 1.2. OPERACIONES CON MATRICES.

Definicion 1.17: Producto por escalares de K por matrices.

Sea A € M,,xn(K) una matriz, y sea A € K. Definimos la matriz producto por
escalar, y se denota por AA, a la matriz de M,,,.,,(K) definida por:

[)\A]Z] = )\[A]Z] = )\aij (120)
o de forma extendida:
air ... Qip )\&11 50 )\aln
M=X]| .. 1 | = Pt (1.21)
Al - Qmn Al - An
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1.2. OPERACIONES CON MATRICES.

15

Teorema 1.1: 1.2 Propiedades de la suma y producto por escalares.

Sean A, B,C € M,«n(K), y a, 5 € K. Entonces se verifica:

1. Asociativa.

(A+B)+C=A+(B+C) (1.22)

2. Conmutativa.

A+B=B+A (1.23)

3. Existencia de elemento neutro.

A+0=0+A=A4 (1.24) ]

4. Existencia de elemento simétrico.

A+ (-A)=(-A)+A=0 (1.25) ]

5. Distributiva de la multiplicacion respecto de la suma de matrices.

a(A+ B)=aA+aB (1.26)

6. Distributiva de la multiplicaciéon respecto de la suma de escalares.

(a+B)A=aA+ A (1.27)
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7. Asociativa respecto del producto por escalares.

a(BA) = (apf)A (1.28)

8. Producto por la unidad del cuerpo.

IgxA=A (1.29)

Demostracion

1.

[(A+B) +Cl; = [A+ B;; +[Cl;
= (ai; +bij) + cij = ag; + (b + ci5) =

= [A]ij +[B+ C]ij =[A+(B+ O)]ij

= ([4]; + [Bl;;) + [Cl;; =

%)

[A+ Bl; = [Al; + [Bl;; = [Bl;; + [Al;; = [B + A];;

ij j (]

[A + Omxn]ij = [A]ij + [Omxn]zj =a;; +0=a; =

=0+a; = [Omxnls; + [Al;; = [Omxn + A]ij

ij ij

[A+ (=4)];; = ai; + (—ay) = 0= (—ay) + a; = [(—A) + A];;

1) 3

[a(A -+ B)]lj = a[(A -+ B)]U = Oé(aij T blj) = gy + Oébij —
= [aA];; + [aB],; = [0A + aB)],

(o + 5)14]1‘]' = (a+ ﬁ)[A]” = (a+ Bai; = aay; + Pai; =
= a[A]ij + B[A]ij = [aA]ij + [ﬁA] = [0“4 + BA]ij

ij
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1.2.2. Producto de matrices.

[ Definicién 1.18: Producto de matrices. }

Sean A € M,,xn(K) y B € M,«,(K) (A tiene tantas columnas como B filas),
definimos la matriz producto AB € M,,, definida por:

[AB];; = Fi(A) - C;(B) = (1.30)
by,

= (i1, -5 Qin) | 3 = (1.31)
bnj

k=1

Si el nimero de columnas de A es distinto del nimero de filas de B, entonces el
producto no esta definido: no pueden multiplicarse.

[ Ejemplo 1.1: Calculo del producto de matrices.

1 2
. 7 8 11 12 13
Sean las matrices A= | 3 4 , B = ( > yC = < )
5 6 9 10 9o 14 15 16 o3

3x2

Solucién.

Entonces, estan definidas AB, AC'y BC', pero no estan definidas BA, CA ni BC.

Por ejemplo, la matriz producto AB, que tendrd dimensiones (3,2), ya que las
dimensiones de A y B son:

(3x2) (2x2)
Puede calcularse AB como:
1 2 71 8 1-74+2-9 1-8+2-10
AB=| 3 4 <910): 3-7+4-9 3-8+4-10 | =

5 6 5.74+6-9 5-8+6-10
7T+18 8420 25 28

=\| 21+36 24+40 | = | 57 64
35+54 40+ 60 ]9 100
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[ Teorema 1.2: 1.4 Propiedades del producto de matrices.

Dadas las matrices A € M, (K), B,C € M,,(K), D € M,+,(K), y un escalar
a € K. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. Asociativa.

(AB)D = A(BD) (1.33)

2. Existencia de elemento neutro por la derecha.

AL, = A (1.34) ]

3. Existencia del elemento neutro por la izquierda.

InA=A u%)]

4. Asociatividad respecto del producto por escalares.

a(AB) = (aA)B = A(aB) (1.36)

5. Distributiva respecto de la suma de matrices por la derecha.

A(B+C)= AB+ AC (1.37)

6. Distributiva respecto del producto de matrices por la izquierda.

(B+C)D =BD+CD (1.38)
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Demostracion

1. La matriz AB € M,,,»,(K), mientras que D € M, ,(K); entonces:

[(AB)DL'J' = Z [AB]ik ’ [D]kj = Z [( [A]ih[B]hk> ) [D]kj] =

k=1 k=1 =1
p n p n

= E g inbpi | - dij | = Tty =
k=1 h=1 k=1 h=1
n P p

= E E aihbhkdkj E Qip, hkdkj =
h=1 k=1 k=1

3

= [A]ih[BD]hj = [A(BD)]ij

h=1

2. La matriz A € M5, (K), mientras que I,, € M, (K); entonces:
[Aln]ij - [A]ik[]n]kj = [A]zk + Okj = [A],;

ij — dij
k=1 k=1

3. La matriz A € M,,,x,,(K), mientras que I,,, € M,,(K); entonces:

Z 5zk = Q4

4. La matriz AB € M,,,(K), mientras que I,,, € M,,(K); entonces:

Ms

[ImA]ij =

i

1

[O‘(AB)L‘J’ = O‘[AB]Z']' = az [A],[B]

NE

[aA]ik[B]kj = [(QA)B]z’j =

k=1

Sl

[A]ik[aB]kj = [A(aB)]ij

k=1

5. La matriz AB, AC, (A(B + C)) € M,,x,(K); entonces:

[A(B + O)];; E)AMB+Q

- Z [Al ik <[B]k:j + [C’]kj) -

= Z [Al;1.[Bly; Z ' [A][C; =
—me [AC), MB+AC

ij
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6. La matriz BD,CD, (B + C)D € M, +,(K); entonces:

q

[(B+C)D];; => [B+C,[D],; =

= Z [B]ik[D]kj + [C]z‘k[D]kj = Z [B]ik[D]kj + [C]ik[D]kj -

= BD]ij + [CD]ij = [BD + C’D]ij

[ Ejemplo 1.2: Matriz multiplicada por una matriz columna.

Sea A € My,xn(R) una matriz, y B € M,,»;(R) una matriz columna. Entonces
AB € M,,«1(R) es un vector columna, con tantas filas como A.

[AB];1 = Z ikbr1

k=1
por lo que AB sera:

n
E alkbk,l
—1 a1,1b1,1 + a1 2bzq + -+ a1 pbp;

1011 + Ap2ba 1 4 - A Ay b1

k=1
a1,1b1,1 a1,2b2,1 al,nbn,l
am,lbl,l am,zb2,1 am,nbn,l
1,1 ai,2 a1,n

= : b1+ : b1+ + ; bna =
Am,1 Am,2 Am,n

=C1(A) - b11+C2(A) - b+ -+ Ch(A) - by

Una matriz A multiplicada por una matriz columna B da como resultado una
combinacién lineal de las columnas de A.
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Ejemplo 1.3: El producto de matrices no es conmutativo.

Aunque existen conjuntos de matrices cuyo producto cumple la propiedad conmutativa,
el producto de matrices no es conmutativo en general.

Puede ocurrir que uno de los productos AB exista y el otro BA no exista.

Por ejemplo, si A = (123) y B = I3, entonces:

AB = (123)
BA no est3 definido

Puede que ambos productos existan, pero que no tengan el mismo tamano.

11
Por ejemplo, dadas las matrices A= 1 1 | yB= ( } } } ) entonces:
11
1 1 2 2 2
AB = 1 1 ( } } } ) = 2 2 2
1 1 2 2 2

mientras que:

11
111 3 3
BA:(111) }} :(3 3)

Puede que existan ambos AB y BA, que tengan el mismo tamafo, y aln asi no
sean iguales.

. 11 12 _
Por ejemplo, para A = ( 11 ) y B= ( 3 4 > entonces:

() (E)-(1)

mientras que:
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Ejemplo 1.4: AB=04AA=006B=0

-6 2 9

as=( 5 (5 ) -

:(3'3+(1—)'93-(—1)+(—1)-(—3)):<0 0)
(=6) 3+2-9[(=6)- (D) +2-(=3) 00

Sean las matrices A = ( 3 —1 ) y B = ( 3 :; ) resulta que AB = 0:

a pesar de que ni A ni B son la matriz nula. 0
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1.2.3. Matrices por bloques. Operaciones.

Definicién 1.19: Matrices por bloques.

Dada una matriz A € M,,«,(K), podemos utilizar lineas verticales y horizontales
para dividirla en submatrices. En este contexto, a dichas submatrices las llamaremos
bloques.

Dos de estas divisiones en bloques son, o hacer que cada bloque sea una fila, o hacer
que cada bloque sea una columna.

Fy
Fy

, (GG |Cn) (1.39)

Fy,

Antes de esta seccién hemos visto divisiones al multiplicar matrices, con la intencién
de visualizar que valores hay que operar para obtener el resultado final. Podremos
interpretarlo como una matriz por bloques o no, aunque no cambia el resultado.

[ Ejemplo 1.5: 1.5 Diferentes bloques para una misma matriz. ]

Sea la matriz A € M3(R):

11

0 2 (1.40)
1 2

1 —1|1
All A12
A= 1 012 = 1.41
: <A21 A22) (1.41)

Otra division de A también puede ser de la siguiente forma:

1 -1 1
A=[1 o0 2 :(g) (1.42)
1 1 2
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[ Definicion 1.20: Producto de matrices. }

Sean Ay B dos matrices por bloques siguientes:

A | Arg Ay B11 | Bio By,

A A A, By | B B
4 21 | Ao 2 . B- 21 | B2 2%

Aml Am2 Amn Bnl Bn2 Bnq

y tal que paracadat=1,...,myparacada j=1,...,nyparacada k =1,...,q
el producto A;; Bj;, tiene sentido, Entonces el producto AB es una matriz formada por
m - q bloques, y tal que el bloque de la posicién (i, j) se obtiene como:

(AiAgi .., Ai) | 7 | =D AinBy (1.43)
) h=1
[ Ejercicio 1.1
Sean las matrices:
1 2[00 0 3 =21 00
3 4/0 0 0 2 4] 0 0
0 0|5 1 2
003 4 1 001 2 =3
0 0]—-4 1
Hallar AB usando la multiplicaciéon por bloques.
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[ Ejercicio 1.2

Halla las matrices A? y A3, para los casos:

200 0]0
011 4]0
a) A=1 ¢l2 1]0
010 03
b) A=

Definicion 1.21: Matrices diagonal por bloques.

Una matriz diagonal por bloques tiene la estructura:

Ay 0 - 0
a=| Y f‘” : (1.44)

0 --- 0 Ay

donde cada submatriz de la diagonal A;; € M, (K) son matrices cuadradas de
dimensién n;, mientras que el resto de la matriz son ceros.

GRADO MATEMATICAS (ALGEBRA LINEAL I UNED)
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1.2.4. Potencias de una matriz cuadrada. Binomio de Newton.

[ Definicién 1.22: Potencias de una matriz. }

Dada una matriz cuadrada A € M,,(K), llamamos potencia k-ésima de A al producto
de la matriz A por si misma k veces:

AV =A.. . A (1.45)

Definimos A° = I,,.

[ Ejemplo 1.6: Potencias de matrices diagonales y diagonales por cajas. ]—

Las potencias de matrices diagonales son especialmente sencillas de calcular:
1. Si A =diag(d,,...,d,), entonces A* = diag(d},..., d~).
2. Si A=diag(Ay,...,A,,), entonces A" = diag(A%,,..., A* ).

Definicion 1.23: Matrices idempotentes, nilpotentes e involutivas.

Sea A € M,,(K). Decimos:
1. A es idempotente cuando A% = A.
2. A es nilpotente cuando existe k£ > 0 tal que A* = 0.

3. A esinvolutiva cuando A? = I,,.

[ Teorema 1.3: Binomio de Newton. ]

Sean dos matrices cuadradas de igual tamafio A, B € M,,(K) tales que conmutan:

AB = BA (1.46)

y sea un entero no negativo k € NU {0}. Entonces:

(A+ B)t = zk: (’“) A'BH (1.47)

- 1
1=0
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Demostracion

Lo probamos por induccion.

Caso inicial £k = 1.

(A+B)Y'=A+B= (é) AR 4 G) Aip!

Paso inductivo.
Si para un cierto k se verifica:

(A+ B)* = zk: (f) A'BM

1=0

entonces:

k
(A+B)*' = (A+B) - (A+ B} = (A+B)- 3 (?)Ain_i _

1
=0

k
_ (S)AOBkH +Z KZ /_‘C 1)Ain—i+1 n (?)Az‘Bk—iH] L AR —
K
_ k+1 kj k i pk—i+1 k+1 __
_B+Z.1+.AB + AT =
1 — 1

k
k+1 k41N ik k+1
= APBH 4+ A'BF! AMIBY =
( 0 ) " ( i ) VS
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Corolario 1.1: Binomio de Newton con matrices nilpotentes.

Sean A, B € M, (K) matrices que conmutan, y nilpotentes A" = 0y B* = 0 con
k‘l, ks € NU {O}
Entonces, si k € NU {0}, se tiene que:

. min{k,k; } 2 —
(A+Bf= > )A'B (1.48)
i=min{k,ko} !

t Demostracion.
[N

Ejemplo 1.7: Aplicacion del Binomio de Newton para matrices nilpotentes.

Sea una matriz triangular superior C' € M,,(K) con los mismos valores en la diagonal;

por ejemplo:
2 21
cC=|0 2 2
0 0 2
Esta matriz se puede reescribir como:
donde
0 21
B=| 00 2
0 00

Evidentemente, las matrices 213 y B conmutan entre si, por lo que las potencias (213 +
B)* pueden obtenerse mediante el binomio de Newton. Las potencias de sus sumandos
son:

(2L)F =2, k>0

mientras que:

B3=B'=...=0

sy

[\
I
o oo
o oo
oo n

AcADEMIA COLONIA DEL RETIRO



30

1.2. OPERACIONES CON MATRICES.

Entonces:

C’“:(213+B)’“:i(.

=2"I; 4+ 2 'kB 4+ 272

= 2k

2k

k - k B k _
— <O)BO(213)’c 04 (1>Bl(213)k 14 (2>BQ(213)k 2 —
k(k;—l)B2:
2
0 0 0 2 1 00 4
—1

1 0| +2%1 0 0 2 +2k—2k(k ) 000 ]|=
0 1 00 0 2 000

0 0 0 2Fk 28 'k 00 28 'k(k—1)
2 0 |+ 0 0 2FKk +1 00 0 =
0 2F 0 0 0 00 0
26k 2P 1k(k — 1) 4+ 281k

9 2k =

0 %
2kk 2k—1k2

ok okk

0 s

0

1=0
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1.2.5. Traspuesta de matrices.

[ Teorema 1.4: 1.7 Propiedades de la traspuesta.

1. Traspuesta de una suma de dos matrices.

Si Ay B pueden sumarse (o si son del mismo orden), entonces:

[ (A+B)!= A"+ B! (Mm]

2. Traspuesta de una suma finita.

Si las matrices Ay, ..., A, son matrices que pueden sumarse, entonces:

[ (Aj 4+ A = AL+ + Al ﬂ%)]

3. Traspuesta de un producto por escalar.

(@A) = aAl Va € K, VA € M5, (K) (1.51)

4. Traspuesta de un producto de dos matrices.

Si Ay B pueden multiplicarse, entonces:

(AB) = BtA! (1.52)

5. Traspuesta de un producto de matrices.

Si las matrices Ay, ..., Ay son matrices que pueden multiplicarse, entonces:

(Ap-... A)t=AL..... A (1.53)
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Demostracion
1.
[(A+ B>t]ij =[A+ B]ji = [A]ji + [B]ji = [At]ij + [Bt]ij
2.
[(Av+ -+ ATy = [Ar -+ Ay =

= [Al]ji +ot [Ak]ji =

= [Aﬂij T+t [Allfc]ij -

- [At1 +ot AZL’;’
3.

[(aA)t]ij = [aA]ji = a[A]ji = a[At]ij = [aAt]ij
4.
[(AB)t]ij = [AB]ji = [A]jh[B]hz = [B]hl[A]_]h =
h=1 h=1
= [Bt]zh[At]hj - [BtAt]ij
h=1
5.
(A~ A=A (Ag - - AR = (Ag - .. - Ap)t - AL
repitiendo este proceso con el producto entre paréntesis se tiene el resultado.
OJ
| —
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| Corolario 1.2: 1.8 |
Sea A una matriz cuadrada. Entonces:
1. A+ A essimétrica, y A — A’ es antisimétrica.
2. A se puede escribir como la suma de una matriz simétrica y una antisimétrica.
A+ A A-A
A= 5 + 5 (1.54)
3. AA’ es simétrica.
Demostracion.
1.
(A4 A =A+A"=A+A=A+A
por lo que A + A’ es simétrica, mientras que:
(A-AY=A-A"=A-A=—-(A-A4A)

por lo que A — A" es antisimétrica.

2. Las matrices A —g A y A _2 A son simétrica y antisimétrica. Ademas:
A+ A +A—A’ _ A+ A +(A-A) _ A+ A :%:A
2 2 2 2 2
3.
(AAY = A"A"' = AA'
por lo que AA’ es simétrica.
O
= >
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1.2.6. Traza de matrices.

[ Teorema 1.5: 1.9 Propiedades de la traza.

Sean A, B € M,(K), y sean C € M, ,(K) y D € M, (K)

1. Traza de una suma.

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) (1.55)

2. Traza de un producto por escalar.

tr(ANA) = Mr(A) (1.56)

3. Traza de la traspuesta.

tr(A) = tr(A") (1.57)

4. Traza del producto de matrices.

tr(C-D)=tr(D-C) (1.58)

aunque no conmuten y aunque C'y D no sean matrices cuadradas.

Demostracion

1.

n n n

tr(A+B) =Y [A+B], =Y [A;+ ) _[Bl; =tr(4) +tr(B)

i=1 i=1 i=1

GRADO MATEMATICAS (ALGEBRA LINEAL I UNED)



1.2. OPERACIONES CON MATRICES.

2.
tr(AA) = il 4], = il MAL, = A il (4], = Atr(A)
3.
tr(4) = Z 4], = Z [A], = (A
4,

Ejemplo 1.8: No se cumple tr(AB) = tr(A) - tr(B).
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