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1.4 Propiedades de una topologia

Objetivos de aprendizaje

04.1. Demostrar que los abiertos cumplen P1, P2 y P3, identificando qué hipétesis usa cada
apartado.

04.2. Explicar por qué P3 se limita a familias finitas y dar un contraejemplo con una familia
infinita.

04.3. Demostrar el reciproco: una familia con P1-P3 determina un sistema de bases cuya
topologia es ella misma.

04.4. Explicar por qué, desde aqui, «topologia» significa «familia con P1-P3».

04.5. Usar la caracterizacion «abierto = unién de basicos».

@ Motivacion

Ya tenemos, para cada sistema de bases, su familia de abiertos 7 5. Dos preguntas naturales:
Jaué propiedades tiene siempre esa familia?, y ¢ bastan esas propiedades para recuperar todo
lo demas? La respuesta a la segunda es si, y es la razén de que los libros actuales definan la
topologia directamente por sus abiertos.

Las propiedades de los abiertos

Proposicion 1.1.3 — Propiedades de los abiertos

Si B es un sistema de bases de entornos abiertos de X, la topologia 7 5 cumple:
P)DeTzy X eTy
(P2) Si {U,},cr es una familia cualquiera, finita o infinita, de elementos de 7T 4, entonces
User Ur € T 5.
(P3) SiU,,...,U, € Tg,entoncesU, N---NU, €T 3.
A# Libro: Prop. 1

Figura 1.1.6: Demostracién de P3: V; C U, y V, C U, son basicos de p, y B2 da un basico W C
vinv, CU NU,.

Demostracion. P1. () es abierto por vacuidad (§1.2). Para X: si ¢t € X, la familia B(¢) no es vacia,
asi que existe algin U € B(t),y U C X.

P2. Sea p € (J, U,. Existe A\, con p € U, ; como U, es abierto, hay un V' € B(p) con
Vcu,, cU,Ux

P3. Primero para dos abiertos U;, U,. Sea p € U; N U, (si la interseccién es vacia, ya es
abierta). Existen V;,V, € B(p) con V; C U, yV, C U,, y por B2 existe W € B(p) con
W CV,nV, C U, NU, (Figura 1.1.6). Para n abiertos, por induccién: si U; N---NU,,_; es abierto,
lo es su interseccion con U,, por el caso de dos. |
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Q. Qué usa cada apartado

Parte Usa Idea

P1 B(t)+0 Todo punto tiene algun basico, y todo basico cabe en
X

P2 Solo la definicion de abierto  El basico que sirve en un U, | sirve en la unién

P3 B2 e induccién Dos basicos dentro de U; y U,; B2 da uno dentro de
los dos

Fijate en lo que no aparece: ni B1 ni B3. Volveremos sobre ello en el Lema 1.1.2.

&3 Voz docente

SPor qué P3 se queda en lo finito? La induccién demuestra el resultado para cada n, pero
nunca «para infinitos». En un espacio métrico se ve muy claro: el minimo de finitos radios
positivos es positivo, pero el infimo de infinitos puede ser 0, y entonces no queda ninguna
bola dentro de la interseccion.

€@ Contraejemplo 1.1.7 — Una interseccion infinita de abiertos que no es abierta

En (R,T,), los intervalos (—1, 1), n > 1, son abiertos, pero

N(wa)=o

n>1

que no es abierto: el 0 es testigo, porque ninglin (—e, ¢) cabe en {0}. Para la igualdad: si z # 0,

basta tomar n con 1 < |z| para que z ¢ (—1,1). Los radios 1 tienen infimo 0.

n’n

2 Eiemplo 1.1.15 — Las semirrectas como uniones

(a,+00) es abierto en T, porque es unién de intervalos abiertos acotados:
(a,40) = (a,a+2)U(a+1,a+3)U(a+2,a+4)U- = U(a—l—n, a+n+2),
neN

y basta aplicar P2. Andlogamente para (—oo, a). RE Libro: Ejemplo 8

A\ Punto critico: ;desde donde cuenta n?

La unién empieza en (a,a + 2), que corresponde a n = 0. Con N = {1,2, ... } la unién seria
(a+1,4+00) y se perderia el trozo (a, a+ 1]. Por eso fijamos N = {0, 1,2, ... }. (En el Ejemplo 1.1.7
probamos lo mismo directamente con la definicién, sin uniones.)

Corolario 1.1.2 — Los abiertos son las uniones de basicos

Un conjunto A C X es abierto en J 4 siy solo si es unién de una familia de basicos, es decir,
de elementos de UpE < B).

Demostracion. Si A es abierto, cada ¢ € A esta en algun basico contenido en A (uno de B(t),
por la definicién, que contiene a t por B1); luego A es la unién de todos los basicos contenidos
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en A. Reciprocamente, los basicos son abiertos (Lema 1.1.1) y una unién de abiertos es abierta
(P2). El conjunto vacio es la unién de la familia vacia. |

© Contraejemplo 1.1.8 — Los basicos no forman, por si solos, una topologia

La familia {0} U Up B(p) no tiene por qué ser una topologia. En R con los intervalos centrados,
(0,1) y (2,3) son basicos, pero (0,1) U (2,3) no es un intervalo, asi que no es un basico de
ningun punto: falla P2. Los béasicos son abiertos, pero los abiertos son sus uniones. Esta idea
es el punto de partida del Tema 1.2 (base de una topologia). Wl Libro: observacion de la pag. 11

Para qué sirve cada axioma

La definicion de abierto tiene sentido para cualquier coleccion de familias { B(p)},c x, sean o no
un sistema de bases. Eso permite preguntar qué aporta exactamente cada axioma.

Lema 1.1.2 — EL papel de cada axioma

Sea {B(p)},c x una coleccién de familias no vacias de subconjuntos de X, y sea T 5 la familia
de conjuntos abiertos segun la Definicién 1.1.3.
(a) Sise cumple B2, entonces 7 z cumple P1, P2y P3.
(b) Se cumplen B1y B3 siy solo si, para todo p, cada U € B(p) es un abierto de T 5 que
contiene a p.

Demostracion. (a) Es la demostracion de la Proposicién 1.1.3, que solo usa B(t) #+ () y B2.

(b) Si se cumplen B1y B3, cada U € B(p) contiene a p por B1y es abierto por el argumento del
Lema 1.1.1, que solo usa B3. Reciprocamente, si cada U € B(p) es abierto y contiene a p, se
cumple B1;y si g € U, como U es abierto, la definicién da V' € B(¢q) con V C U, que es B3. B

Axioma Qué garantiza Qué pasa si falla

B(p) +# X es abierto (P1) Si B(p) = 0, ninglin conjunto que contenga a p es abierto;

0 tampoco X.

B2 Intersecciones finitas de Contraejemplo 1.1.2: los abiertos son ), {a, b}, {a,c}, X,y
abiertos son abiertas (P3) {a,b} N {a,c} = {a} no es abierto. No hay topologia.

B3 Los béasicos son abiertos Contraejemplo 1.1.3: los abiertos son 0, {c}, {b,c}, X. Es una

topologia, pero el basico {a,b} no es abierto. En R:
Ejercicio 1.1.2.

B1 Los basicos de p contienen a p Contraejemplo 1.1.1: los abiertos son ), {b}, X. Es una topologia,
pero el «bdsico» {b} de a no contiene a a: no describe la
cercania de a.

83 Voz docente

El nombre del concepto lo resume todo. «Bases»: B2, los basicos se pueden afinar. «De
entornos de p»: B1, rodean a p. «Abiertos»: B3. Cuando en un examen te pregunten por qué
hace falta un axioma, esta tabla es la respuesta.
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El reciproco: de los abiertos a las bases

Proposicion 1.1.4 — Una familia con P1-P3 determina un sistema de bases

Sea X #+ 0y sea H C P(X) una familia que cumple P1, P2 y P3. Para cada p € X sea
H(p)={UeH: peU}

Entonces {7((p)},cx €s un sistema de bases de entornos abiertos de X, y la topologia que
determina es exactamente . A8 Libro: Prop. 2

L

Demostracion. # (p) no es vacia: X € A por P1yp € X, luego X € H (p). (El libro omite este
paso, pero la Definicién 1.1.1 lo exige.)

B1. Por la definicion de F (p).

B2.SiU,V € H(p),entonces W =UNV € H porP3yp e W;luegoW € H(p)yW CUNV.
B3.SiU € H(p)yq € U, entonces U € H (q); basta V =U.

Sea ahora T la topologia determinada por { (p)}. Probamos T = F por doble inclusién.

H CT.SiU € H esnovacio,paracadat € UesU € H(t)y U C U; luego U es abierto. Y
0 € T siempre.

T CH.SIVeT,cadat € VitieneunU, € K(t) con U, C V;entonces V = UteV U,, que esta
en J por P2 (si V = (), esta en J por P1). [ |

A\ Punto critico: no confundas 7 con T

En esta demostracidn hay dos familias: #(, que es un dato, y 7, que se construye a partir de los
H (p). El error tipico es decir que los elementos de J{ «son abiertos» antes de haber construido
T,y la demostracion se vuelve circular. Nombra las dos familias y prueba la igualdad por doble
inclusion.

Ampliacion — FUERA DE TEMARIO

Escribir V = UteV U, supone elegir un U, para cada punto, lo que en general usa el axioma de
eleccion. Se evita escribiendo V = | J{U € # : U C V}: la unién de todos los elementos de
M contenidos en V.

Tras la Proposicién 1.1.4, el libro concluye: «Diremos entonces, sin mas, que /A es una topologia
de X». Es el nacimiento de la definicién moderna.

& Definicion 1.1.6 — Topologia

Una topologia en un conjunto X # () es una familia 7 C P(X) que cumple P1, P2y P3. Sus
elementos se llaman abiertos. A8 Libro: pag. 11

Teorema 1.1.1 — Dos puertas, una sola estructura

| r

Sea X # 0.
(i) Todo sistema de bases de entornos abiertos 7 determina una topologia 7 5.
(ii) Toda topologia 7 es la topologia determinada por el sistema {7 (p)},c, con T (p) = {U €
T:peUl
(iii) Dos sistemas determinan la misma topologia si y solo si son equivalentes.
(iv) Si B es equivalente a {7 (p)},cx, entonces B(p) C T (p) para todo p: el sistema {7 (p)} es
el mayor de su clase.
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En consecuencia, asignar a cada sistema su topologia induce una biyeccién entre las clases de
sistemas equivalentes y las topologias de X.

Demostracion. (i) es la Proposicién 1.1.3; (ii), la Proposicién 1.1.4 con H = T; (iii), la Defini-
cioén 1.1.5. Para (iv): si U € B(p), entonces U es abierto (Lema 1.1.1) y contiene a p (B1), luego
U € T (p). La biyeccion: la aplicaciéon B — T 5 es sobreyectiva por (ii), y dos sistemas tienen la
misma imagen exactamente cuando son equivalentes, por (iii). [ |

84 Voz docente

Es la factorizacién canénica de una aplicacién que conoces del Algebra (como en el primer
teorema de isomorfia): la aplicacion «sistema — topologia» identifica los sistemas que tienen
la misma imagen. Por eso, desde §1.5, trabajaremos casi siempre con 7 directamente: un
sistema de bases pasa a ser una presentacion de una topologia, igual que un sistema de
generadores lo es de un grupo.

& Definicién 1.1.7 — Topologia metrizable

Una topologia 7 en X es metrizable si existe una distancia d en X cuya topologia métrica es
T. BB Libro: pag. 11

84 Voz docente

«Métrica» describe una topologia construida a partir de una distancia dada. «Metrizable» es
una propiedad de la topologia: no hay distancia a la vista, solo la pregunta de si existe alguna
que la produzca. En §1.5 veras topologias que no lo son.

Lo esencial de este bloque

= Los abiertos cumplen P1 (vacio y total), P2 (uniones arbitrarias) y P3 (intersecciones finitas).

B2 da P3; B1y B3 hacen que los basicos sean abiertos que contienen a su punto.

= Abierto = unién de basicos; pero los basicos solos no son una topologia.

= P1-P3 bastan para reconstruir un sistema de bases: desde aqui, una topologia es una familia
con P1-P3.
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