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1.6. Conjuntos cerrados en una topologia

1.6 Conjuntos cerrados en una topologia

Objetivos de aprendizaje

06.1. Demostrar que un conjunto es cerrado pasando al complementario, y que no lo es con un
punto testigo del complementario.

06.2. Dualizar enunciados con las leyes de De Morgan para familias arbitrarias.

06.3. Demostrar las propiedades C1-C3 de los cerrados y su reciproco.

06.4. Dar ejemplos de las cuatro combinaciones posibles de abierto y cerrado.

@ Motivacion

En Analisis, [0, 1] tiene una propiedad que (0, 1) no tiene: si una sucesién de puntos de [0, 1]
converge en R, su limite sigue estando en [0,1]. Con (0,1) falla: £ — 0 ¢ (0,1). Los conjuntos
que «retienen sus limites» son los cerrados. El libro los define de la forma mas econdmica,
por complementacidn, y la conexién con los limites llegara en los Temas 1.4 y 1.5.

& Definicién 1.1.10 — Conjunto cerrado

En un espacio topoldgico (X, T ), un subconjunto M C X es cerrado si su complementario
X \ M es abierto. Rf Libro: Def. 7

#° Ejemplo 1.1.17 — Cerrados de la recta

En (R,7T,):
= [a,+00) Yy (—o0, a] son cerrados, porque sus complementarios (—oo,a) y (a, +0c) son abier-
tos (Ejemplo 1.1.7).
» [a,b] es cerrado: R\ [a, b] = (—o0, a)U (b, +00) es abierto por P2, como unién de dos abiertos.
Al Libro: Ejemplos 9y 10

A Errores frecuentes: «cerrado» no es «no abierto»

Un conjunto no es una puerta: puede ser abierto y cerrado a la vez, o ninguna de las dos cosas.
Por eso
= de «no es abierto» no se deduce «es cerrado», y
= para probar que un conjunto no es cerrado no sirve probar que es abierto: hay que probar
que su complementario no es abierto, con un punto testigo en el complementario.

Cerrado No cerrado
Abierto 'y X siempre; {a,b} en el Laboratorio F; (0,1) en T,
[a,b) en T g
No abierto [0,1]en T, 0,1)yQenT,

Lema 1.1.3 — Leyes de De Morgan para familias arbitrarias

Para toda familia { A, } .o, de subconjuntos de X:

X\NJA= x4y, x4 = JEay).

AEL AEL AEL AEL




28 Tema 1.1. Espacios topoldgicos

Demostracion. z ¢ [ J, A, siysolosiz ¢ A, paratodo A, es decir, z € ], (X \ A). La segunda
igualdad es la primera aplicada a la familia { X \ A4, }, tomando complementarios. |

Proposicion 1.1.7 — Propiedades de los cerrados

Sea C la familia de los cerrados de un espacio topolégico (X, 7). Entonces:

(C1) pecyXecC.

(C2) La interseccién de una familia cualquiera de cerrados es cerrada.

(C3) La unidén de una familia finita de cerrados es cerrada.

Reciprocamente, si X # 0y € C P(X) cumple C1-C3, entonces T = {X\ M : M € C} esuna
topologia en X, y es la tnica cuya familia de cerrados es €. Wl Libro: Prop. 3, con la demostracién
propuesta al lector

Demostracion. C1. X \ # = X y X \ X = () son abiertos por P1.

C2. Sicada M, es cerrado, X \[1], M, = J, (X \ M,) (Lema 1.1.3) es uni6n de abiertos, abierta
por P2.

C3. X\ (MyU-—-UM,)=(X\M;)n--N(X\M,) es interseccién finita de abiertos, abierta
por P3.

Reciproco. Con 7 = {X \ M : M € C}, el mismo célculo al revés da P1 a partir de C1, P2 a
partir de C2 y P3 a partir de C3. Los cerrados de 7 son los M con X \ M € T, es decir, los
de € (porque X \ (X \ M) = M). Unicidad: si 7’ es otra topologia cuyos cerrados son €, sus
abiertos son los complementarios de los elementos de @, es decir, T/ = T. [ |

84 Voz docente

Observa el cruce. En los abiertos, lo arbitrario esta en las uniones y lo finito en las intersec-
ciones; en los cerrados, al revés. El complementario intercambia uniones e intersecciones y
se lleva consigo el «arbitrario» y el «finito». Si en un examen dudas, haz el calculo con De
Morgan en una linea.

A\ Punto critico: dualizar mal

«Las uniones de cerrados son cerradas» es falso sin la palabra finitas. Ejemplo: los puntos {%},
n > 1, son cerrados en 7, y su unién no lo es (Contraejemplo 1.1.10).

Mas ejemplos

V4 Ejemplo 1.1.18 — En un espacio métrico, los puntos son cerrados

Si (X, d) es métricoy p € X, entonces X \ {p} es abierto: para = # p, la bola E(x,d(z, p)) no
contiene a p (Proposicién 1.1.6). Por C3, todo conjunto finito es cerrado. En R, también Z es
cerrado, porque R\ Z = UneZ(n’ n + 1) es abierto.

€@ Contraejemplo 1.1.10 — Una unién infinita de cerrados que no es cerrada

n(R,T,),S= {% n > 1} es unién de puntos, que son cerrados, pero S no es cerrado. El
testigo, en el complementario, es 0: todo (—¢, ) contiene algin %, asi que ningun basico de
0 cabe en R\ S. En cambio, S U {0} si es cerrado: si x < 0 o > 1, una semirrecta abierta
contieneazynocortaa SU{0};si0 <z < 1lyax ¢ S, entonces #1 <z< % para algun n, y el
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intervalo (n%l, %) contiene a z y tampoco corta a S U {0}. Al afiadir el punto al que se acumula

la sucesidn, el conjunto se cierra: es la idea de adherencia del Tema 1.4.

# Ejemplo 1.1.19 — Laboratorio F: los cerrados

Complementando los seis abiertos del Ejemplo 1.1.9:

Abierto 0 {a} {a,b} {c,d} {a,c,d} X
Cerrado X {b,e,d} {c,d} {a,b}  {b} 0

Los conjuntos {a,b} y {c,d} son abiertos y cerrados a la vez. En cambio, {c} no es cerrado: su
complementario {a, b, d} no es abierto (contiene a d y no a c¢). En un espacio topoldgico general
los puntos no tienen por qué ser cerrados; comparalo con el Ejemplo 1.1.18.

83 Voz docente

Que X = {a,b} U{c, d} se parta en dos abiertos disjuntos (que por eso son también cerrados)
indica que el Laboratorio F esta «hecho de dos piezas separadas». Es la idea de espacio no
conexo, que estudiards en el Tema 3.5.

Lo esencial de este bloque

m M es cerrado si X \ M es abierto. Abierto y cerrado no son contrarios.

» Cerrados: intersecciones arbitrarias y uniones finitas (C1-C3). Es P1-P3 pasado por De
Morgan.

= Una familia con C1-C3 determina una unica topologia.

= En un métrico los puntos son cerrados; en un espacio topolégico general, no.
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